Les nombres complexes comme modèles algébriques de similitudes directes : avec ou sans matrices ? by Rosseel, Hilda & Schneider-Gilot, Marguerite
Les nombres complexes comme mode`les
alge´briques de similitudes directes : avec ou
sans matrices ?
H. Rosseel, M. Schneider
Ladimath, ULg
Au congre`s SBPM de 2012, nous avons pre´sente´ une approche des nombres
complexes base´e sur la mode´lisation de transformations ge´ome´triques du plan
que sont les similitudes directes dont O(0, 0) est un point fixe.
Ayant de´ja` publie´ les enjeux et une analyse de cette approche (Rosseel
et Schneider, 2003, 2004 et 2011), nous nous proposons ici de faire e´cho
a` l’article de Lartillier (2012) paru sur ce sujet dans le nume´ro 18 de
Losanges. Dans une premie`re partie, nous reviendrons effectivement sur la
place que pourrait prendre, dans un cursus scolaire, la mode´lisation des
transformations concerne´es y compris leur repre´sentation matricielle. Nous
en concluerons que la mode´lisation de ces transformations par les complexes,
avec exploitation matricielle, a un couˆt qui questionne les programmes. Dans
une seconde partie, nous reviendrons sur les choix que nous avons faits pour
introduire les nombres complexes et re´sumerons notre argumentation de cette
approche.
1 La question du couˆt et de la ne´cessite´ de la
repre´sentation matricielle pour introduire
les complexes
A l’e´poque des mathe´matiques modernes, plusieurs manuels, en France et
en Belgique (par exemple, Papy, 1967) pre´sentaient les nombres complexes
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, a, b ∈ R.
L’approche pre´conise´e par Lartillier s’y apparente et, dans la sec-
tion 1.1, nous la de´crivons dans les grandes lignes.
1.1 Une approche des complexes par les matrices
Le point de de´part de Lartillier (Ib.) est la caracte´risation matricielle
d’une transformation line´aire t du plan a` partir des images des vecteurs de la
base choisie, t(−→e1 ) = a−→e1 + b−→e2 ; t(−→e2 ) = c−→e1 + d−→e2 , a, b, c et d ∈ R. L’image−→
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Cette repre´sentation est ensuite particularise´e, d’une part, aux homothe´ties





et, d’autre part, aux rotations de centre (0, 0) repre´sente´es par des matrices
de la forme
(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ
)
dans une base orthonorme´e.
Les similitudes directes de centre (0, 0) sont alors caracte´rise´es par des
matrices de la forme(
ρ cos θ −ρ sin θ


















ou` a et b ∈ R
ce qu’on note encore sous la forme a+ bi.
Dans cette introduction, l’auteur voit apparaˆıtre ce qu’il appelle un “re´el
dictionnaire” entre nombres complexes, similitudes directes du plan, binoˆmes
a+ bi, couples de re´els (a, b) ou points d’un plan.
Cette e´le´gante approche met en outre en e´vidence et justifie, a` partir du
produit matriciel, la forme du produit entre deux complexes ainsi que les
formules d’addition du cosinus et du sinus.
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Pourquoi pas ? Encore faut-il, d’apre`s nous, initier les e´le`ves aux trans-
formations line´aires et a` leur caracte´risation matricielle. Ce qui n’est pas une
si mince affaire et la question du sens, e´voque´e par Lartillier a` propos
des complexes, se reporte sur les transformations line´aires. Une introduction
a` celles-ci a e´te´ enseigne´e et analyse´e par Schneider (1981). Nous faisons
ci-dessous une synthe`se de cette approche et de ses e´tapes.
1.2 D’une mode´lisation de l’ombre solaire aux trans-
formations line´aires et affines
Une premie`re e´tape consiste a` e´tudier en ge´ome´trie synthe´tique 3D ce
qui se modifie ou, au contraire, reste invariant, des proprie´te´s d’une figure
ge´ome´trique dans son ombre au soleil. Une attention particulie`re est accorde´e
a` l’ombre d’un rectangle ou d’un paralle´logramme.
Une mode´lisation de la figure observe´e, par projection sur un plan pa-
ralle`lement a` une droite qui ne lui est pas paralle`le, rend compte des de´for-
mations obtenues et permet de les valider : sauf cas particuliers de positions
de la figure initiale par rapport au plan de projection, l’ombre est un pa-
ralle´logramme. Ce qui signifie que, de la figure a` son ombre, le paralle´lisme des
droites est conserve´. L’alignement des points l’est aussi pourvu que l’ombre
soit projete´e sur un plan. Qui plus est, trois points aligne´s, par exemple sur
un coˆte´ ou une diagonale du rectangle e´claire´, ont des ombres aligne´es qui
sont positionne´es de la meˆme manie`re les unes par rapport aux autres, les
distances entre elles pouvant changer par rapport a` celles des points e´claire´s
mais non leurs rapports.
Une deuxie`me e´tape consiste a` mode´liser des transformations du plan
sur base de leurs invariants. C’est l’occasion d’exploiter, voire d’introduire,
la notion de vecteur. En effet, comment rendre compte du passage de points
aligne´s A,B et C a` leurs ombres ou images A′, B′ et C ′ (figure 1) ? La conser-
vation du rapport des distances : CA
CB
= 2 = C
′A′
C′B′ n’y suffit pas : C
′ peut se
trouver a` deux positions sur la droite AB ou meˆme en dehors. L’introduction
a` la notion de vecteur, ou sa remobilisation, trouve la` sa place. Car, exiger la
conservation, non plus du rapport de CA
CB
, mais celui du rapport de section de




(nous nous permettons cette e´criture,
les vecteurs e´tant coline´aires) entraˆıne, en vertu de la de´finition meˆme des
vecteurs, que A′, B′ et C ′ soient aligne´s et dispose´s de la meˆme manie`re que










En outre, l’introduction ou l’usage des vecteurs permet d’exprimer la
conservation des paralle´logrammes : en effet, cette conservation est rendue




















On tire de cette investigation une mode´lisation vectorielle exprimant les
invariants et les changements observe´s sur les ombres au soleil et dont il faut
tenir compte pour de´finir, dans le plan, des transformations ge´ome´triques
qui de´forment “pareillement” les figures ge´ome´triques. Comme l’illustre la



























On se rapproche ici de la fac¸on de de´finir, en alge`bre line´aire, une trans-
formation line´aire du plan t muni d’une base (−→e1 ,−→e2 ) :
t(~x) = t(x1
−→e1 + x2−→e2 ) = x1t(−→e1 ) + x2t(−→e2 ), x1 et x2 ∈ R.
C’est bien la` effectivement une caracte´risation qui conduit a` l’e´criture
matricielle d’une telle transformation. En effet, si t(−→e1 ) =
−→
e′1 = a




−→e1 + d−→e2 et t(~x) =
−→
x′ = x′1
−→e1 + x′2−→e2 , on a
−→
x′ = t(~x) = t(x1
−→e1 + x2−→e2 )
= x1t(
−→e1 ) + x2t(−→e2 )
= x1(a
−→e1 + b−→e2 ) + x2(c−→e1 + d−→e2 )
= a(x1 + cx2)
−→e1 + b(x1 + dx2)−→e2
= x′1
−→e1 + x′2−→e2













Cependant, comme l’illustre la figure 4, cette proprie´te´ matricielle s’applique



















En effet, ce calcul matriciel envoie le couple (0, 0) sur lui-meˆme. Donc, il peut
rendre compte du passage du paralle´logramme OACB au paralle´logramme
OA′C ′B′ mais non au paralle´logramme DA′′C ′′B′′ : il faudra pour ce faire
composer cette transformation line´aire avec une translation 1 (d1, d2) qui






































Pour nous, c’est tout cela qu’il faut comprendre pour ge´rer convenablement
l’e´criture matricielle d’une transformation line´aire. Car, comme montre´ par
Schneider (1981), cet apprentissage des transformations line´aires et affines
est seme´ d’embuˆches, a` commencer par le fait que les e´le`ves recourent a` la
repre´sentation matricielle aussi bien pour les secondes que pour les premie`res !
L’enjeu devient alors de leur baliser le champ d’utilisation des matrices pour
mode´liser les transformations jusqu’aux frontie`res de celui-ci a` ne pas franchir
...
Peut-on payer ce prix pour introduire les nombres complexes ? Et est-
ce vraiment ne´cessaire dans cette perspective ? En se basant sur des pro-
grammes scolaires – qui risquent bien de s’appauvrir s’ils s’inspirent comme
1. Cette compose´e s’appelle transformation affine.
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il se doit des nouveaux re´fe´rentiels de compe´tences – Lartillier (2012)
apporte a` la premie`re question des re´ponses qui nous semblent convain-
cantes en ce sens que l’e´tude des transformations line´aires y est programme´e.
Apre`s tout, comme cet auteur le rappelle, on demande, dans ces programmes,
“d’utiliser les matrices pour de´crire les transformations line´aires”, “d’identi-
fier ou caracte´riser la compose´e de deux transformations” et d’introduire les
ope´rations de calcul matriciel “a` partir de la ge´ome´trie et de contextes que
l’on mode´lise”. Mais c’est surtout la deuxie`me question qui nous pre´occupe
et a` laquelle nous tentons de re´pondre dans la section suivante.
1.3 Doit-on passer par une e´criture matricielle pour
mode´liser les similitudes directes ?
Dans le parcours propose´ par Schneider (1981), une question re´currente
est pose´e pour chaque transformation du plan e´tudie´e : “A quel nombre
minimal de points faut-il attribuer une image pour de´terminer entie`rement
une transformation donne´e ?”. Pour ce qui est des transformations affines
de fac¸on ge´ne´rale, la re´ponse est : trois points non aligne´s, car il est alors
possible de de´terminer l’image de n’importe quel autre point en exploitant
l’invariance du paralle´lisme et du rapport de section dans une figure qui
“relie” le quatrie`me point D a` ceux A,B et C dont on impose l’image. La






Notons, au passage, que Schneider (Ib.) montre l’inte´reˆt de contraster, du
point de vue de la question pose´e, les transformations affines et les projecti-
vite´s lesquelles ne conservent plus que l’alignement (avec envoi e´ventuel d’un
point sur un point a` l’infini) et cet invariant qu’est le rapport anharmonique :
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cela permettait de faire comprendre aux e´le`ves que la figure emble´matique de
cette ge´ome´trie dite projective n’est plus le paralle´logramme mais un “qua-
drangle complet”, figure assez e´nigmatique forme´e par 6 droites joignant
deux a` deux 4 points du plan non aligne´s 3 a` 3 : ceux auxquels on peut
attribuer arbitrairement une image. Cela permettait aussi d’expliquer l’im-
portance, pour e´tudier les transformations line´aires ou plus ge´ne´ralement
affines, des repe`res affins constitue´s, dans le plan, d’une origine O et d’une
base (−→e1 ,−→e2 ) et de´terminant trois points quelconques non aligne´s : (0, 0), (1, 0)
et (0, 1), ceux pre´cise´ment auxquels on attribuera arbitrairement une image
pour de´terminer une transformation line´aire. C’est la`, pour nous, la cle´ de
la repre´sentation matricielle puisque celle-ci donne l’image de n’importe quel
autre point (ou vecteur lie´) a` partir de celles des vecteurs de base.
Revenons, avec ce point de vue a` l’esprit, aux transformations line´aires
particulie`res que sont, d’une part, les rotations de centre O(0, 0) et, d’autre
part, les homothe´ties de meˆme centre. On sait que, pour de´terminer une rota-
tion, il suffit de connaˆıtre l’image de deux points pourvu que les me´diatrices
des segments respectifs joignant chacun de ces points a` son image soient
se´cantes : leur intersection est alors le centre de la rotation dont l’angle est
de´termine´ par un point et son image. Mais on connaˆıt le centre O(0, 0) des
rotations qui nous inte´ressent dans la perspective d’une construction de l’en-
semble des complexes. Donc l’image d’un seul point – le plus simple est sans
doute le point (1, 0) – suffit a` de´terminer une telle rotation, l’angle θ e´tant
l’angle tel que l’image de (1, 0) s’exprime sous la forme (cos θ, sin θ), 2
En ce qui concerne les homothe´ties implique´es, c’est pareil : leur centre
est (0, 0) et elles sont donc de´termine´es par leur rapport que nous conside´rons
positif par re´fe´rence aux agrandissements ou re´ductions des programmes sco-
laires. Or, l’image de (1, 0) par une telle homothe´tie, soit (ρ, 0), donne ce rap-
port. Au total, l’image de (1, 0) par une similitude directe de centre (0, 0),
soit (a, b) = (ρ cos θ, ρ sin θ), nous pre´cise de quelle similitude il s’agit et,
comme nous le verrons, cela suffit comme indication pour de´terminer l’image
de n’importe quel autre point du plan hormis (0, 0).
Notre conclusion de cette premie`re section est la suivante : le de´tour par
les transformations line´aires et leur e´criture matricielle a un couˆt didactique
important si l’on veut qu’il fasse sens pour les e´le`ves. Nous estimons qu’il
2. Nous supposons ici que le concept de rotation a e´te´ travaille´ auparavant comme
caracte´rise´ par un centre et un angle dont la mesure appartient a` [0, 360[ ou [0, 2pi[ suivant
que l’unite´ choisie est le degre´ ou le radian.
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en vaut la peine si l’on passe du temps par ailleurs a` de´velopper les trans-
formations line´aires et le roˆle joue´ par les matrices dans leur e´tude. Sinon,
pour caracte´riser les similitudes directes de centre (0, 0, ), il suffit de se po-
lariser sur l’image d’un point : le point (1, 0) par exemple. Point n’est donc
besoin d’une e´criture matricielle ; deux parame`tres suffisent : a et b ou ρ et
θ comme l’indique d’ailleurs la forme particulie`re des matrices associe´es aux
similitudes en question. C’est le choix que nous avons fait, comme de´crit a`
la section 2.
2 Articuler aspects ge´ome´triques et alge´bri-
ques pour introduire les complexes
Ce titre re´sume assez bien notre position et les enjeux des expe´rimenta-
tions que nous avons mene´es dans les classes. Nous n’en rendrons pas comple`-
tement compte ici renvoyant le lecteur a` Rosseel et Schneider (2003, 2004
et 2011) pour de plus amples de´veloppements. Nous nous contenterons, dans
cet article, de montrer les risques d’une approche trop axe´e sur le seul registre
alge´brique (section 2.1) et de re´sumer ce que nous proposons pour l’approche
ge´ome´trique (section 2.2).
2.1 Les risques d’approches essentiellement alge´briques
Parmi les multiples approches possibles des nombres complexes que l’on
rencontre dans l’enseignement secondaire en Belgique consiste a` postuler
d’emble´e l’existence d’un nombre i dont le carre´ vaut−1 dans le but d’e´tendre
le nombre d’e´quations solubles. Un nombre complexe est ainsi “de´fini” comme
un nombre de la forme a + bi, a e´tant nomme´ partie re´elle du nombre et b
sa partie imaginaire. Et ce, sans que soient a priori de´finies les ope´rations
d’addition et de multiplication en jeu dans cette e´criture et a fortiori le carre´.
L’addition de deux nombres complexes revient alors a` additionner respec-
tivement leurs parties re´elles et imaginaires. Quant a` leur produit, sa forme
est dicte´e par la volonte´ de garder des proprie´te´s des ope´rations usuelles sur
les nombres re´els, en particulier la double distributivite´ de la multiplication
par rapport a` l’addition, ce qui donne :
(a+ bi)(a′ + b′i) = aa′ − bb′ + (ab′ + a′b)i.
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Une autre approche, plus fre´quente dans l’enseignement supe´rieur belge,
consiste a` de´finir un nombre complexe comme un couple (a, b) de nombres
re´els, les couples e´tant munis des lois
(a, b) + (c, d) = (a+ c, b+ d) et (a, b) · (c, d) = (ac− bd, ad+ bc),
la forme donne´e a` la multiplication de couples n’e´tant pas vraiment motive´e.
Une e´criture trigonome´trique fait suite a` chacune de ces deux approches
et de´bouche in fine, dans certains cas seulement, sur l’interpre´tation des
nombres complexes et de leurs ope´rations en termes de transformations ge´o-
me´triques du plan.
Nous avons interviewe´ des e´le`ves de l’enseignement secondaire ayant rec¸u
un enseignement des nombres complexes postulant d’entre´e de jeu l’existence
d’un nombre i dont le carre´ vaut −1. Nombreuses sont les re´actions re´colte´es
qui te´moignent d’un re´el malaise. En voici un petit e´chantillon :
• “J’ai du mal a` cerner cette ide´e que i2 = −1. J’aime bien les
choses bien concre`tes, re´elles et j’aime faire des sche´mas et
des dessins. Ici, c’est carre´ment le flou. Je ne comprends pas
pourquoi on doit poser i2 = −1. Pourquoi pas i2 = −0, 97 ?
Pourquoi c¸a marche avec i2 = −1 ?”
• “L’e´vocation de “nombre complexe” me fait penser a` l’impos-
sible, a` des nombres sans doute complique´s et qui n’existent
peut-eˆtre pas. Je pense aussi, en entendant ce groupe de mots
re´sonner dans mes oreilles, que les hommes les ont invente´s
pour re´soudre l’“irre´solvable”, ce dont toute personne sense´e
dirait “c’est impossible” ou “cela n’existe pas”. D’ailleurs,
les professeurs des anne´es infe´rieures vous diront tous que la
racine carre´e d’un nombre ne´gatif n’existe pas. Et pourtant,
lorsqu’on voit cette symphonie de “i” me´lange´s avec des a
et des b, des cosinus et autres logarithmes, on se rend bien
vite compte, soit que les professeurs des anne´es infe´rieures
nous ont menti, soit que le professeur de rhe´to veut nous
faire de´couvrir une nouvelle dimension des mathe´matiques
inconnue de nous, e´le`ves, jusqu’alors. La question que je me
pose de`s lors est la suivante : pourquoi les professeurs des
anne´es pre´ce´dentes ont-ils agi de la sorte ?”
• “Premie`rement, la notion de nombre complexe est quelque
chose de flou dont visiblement personne ne connaˆıt la ma-
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jeure partie de manie`re claire, quelque chose d’absurde et
d’insignifiant puisqu’on ne peut se faire une ide´e re´elle d’un
fait imaginaire. Je ne vois pas l’inte´reˆt de jouer avec des
notions purement abstraites sans utilite´ et donc sans appli-
cation. Il s’agit pour moi d’un truc pas droˆle a` apprendre, je
n’y ai rien compris, absolument rien.”
La question “quel inte´reˆt a` avoir invente´ les nombres complexes ?” donne
lieu a` maintes re´flexions exprimant le coˆte´ juge´ absurde de ces nombres.
Ainsi,
• “Aucun inte´reˆt a` part pour les mathe´maticiens qui font c¸a
de leur vie. Une prise de teˆte inutile.”
• “Eh bien, je ne sais pas trop a` quoi c¸a sert, a` quoi bon se
compliquer la vie ? Je vote pour la simplicite´.”
Un tel malaise a e´te´ releve´ dans d’autres recherches. En particulier, celles
de Bagni (1997) qui observe que 2 % seulement d’e´le`ves du secondaire ac-
ceptent la re´solution de l’e´quation x2 = −1 sous la forme x = i et x = −i.
On peut interpre´ter ce malaise en e´voquant un obstacle e´piste´mologique dont
Schneider (1991 et 2008) montre les incidences sur de multiples appren-
tissages : si les e´le`ves refusent les nombres complexes, c’est en raison d’une
vision positiviste des concepts mathe´matiques qui se doivent eˆtre un pro-
longement d’une expe´rience concre`te permettant de les appre´hender par nos
sens. Cet obstacle s’observe d’ailleurs dans l’histoire des mathe´matiques ainsi
que de´veloppe´ dans Rosseel et Schneider (2011).
Cependant, ce malaise a` l’e´gard des nombres complexes n’est pas toujours
exprime´ par les e´le`ves lors de l’enseignement rec¸u. En effet, contrat didac-
tique oblige, ceux-ci attendent de voir en quoi consistent les exercices du
chapitre, sachant que c’est de leur maˆıtrise (souvent me´canique) que de´pend
leur re´ussite. Ainsi, a` notre question “Que pensez-vous des exercices ?”, ils
re´pondent :
• “Il faut re´soudre des e´quations. Je ne trouve pas cela diffi-
cile.”
• “Les exercices sont un peu plus difficiles que ceux qu’on fai-
sait en 4e (15-16 ans) avec le re´alisant, mais ce n’est pas
hyper complique´ ; c’est plus facile que les sinus et cosinus.
Les exercices qu’on fait, c’est parfait.”
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Car, interroger le professeur sur le sens des nombres complexes suppose de
s’engager dans une attitude plus rationnelle dont les e´le`ves peuvent craindre
les retombe´es sur la manie`re de les e´valuer.
Quant a` l’approche par les couples, elle ne va pas de soi pour tous, loin s’en
faut, comme nous avons pu le constater en interrogeant de futurs professeurs
en formation initiale.
• “On peut les repre´senter dans un espace de dimension 2. La
repre´sentation est concre`te mais la signification ne l’est pas
tellement. Dans le plan complexe, ce qui est concret, c’est la
norme du nombre, sa distance a` l’origine.”
• “Pour moi, ce ne sont pas de vrais nombres parce que dans
l’acception courante, un nombre est quelque chose que l’on
peut “de´nombrer”. Ce n’est pas le cas des complexes.”
• “Je pense que pour des e´le`ves du secondaire, les nombres
complexes restent un domaine fort calculatoire que des e´le`ves
ayant choisi une option mathe´matique acceptent assez facile-
ment mais sans en voir l’utilite´. Je pense aussi que l’analogie
avec les coordonne´es dans le plan peut faire sentir aux e´le`ves
l’inte´reˆt d’avoir deux nombres pour exprimer un point. Mais
je ne vois pas comment y relier le fait que i2 = −1.”
• “Moi aussi, j’ai du mal a` m’imaginer un nombre complexe.
Cela reste artificiel. Pourtant, je connais le plan de Gauss,
mais on ne peut pas le comparer au plan R2 ou` on repe`re des
positions. Et meˆme si les couples repre´sentent des transfor-
mations, je ne vois pas pourquoi c¸a aide a` repre´senter. Le
couple (1, 2) je vois, mais il faut s’imaginer 1 + 2i et, pour
moi, ce n’est pas qu’un changement d’e´criture ...”
Nous reviendrons plus loin sur ce dernier propos pour de´crire, ci-dessous,
les grandes lignes d’une approche ge´ome´trique des nombres complexes.
2.2 Les nombres complexes comme codages alge´briques
de similitudes
Cette approche fait des nombres complexes des mode`les de similitudes
directes de centre (0, 0). Toutefois, conforme´ment a` la position que nous avons
de´fendue a` la section 1, nous n’exploiterons pas l’expression matricielle des
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similitudes pour nous polariser sur l’image qu’elles donnent au point (1, 0).
Voici les grandes e´tapes de cette approche.
• Quelques exemples nume´riques simples mais varie´s ame`nent a`
conclure que toute rotation de centre (0, 0) et d’amplitude θ en-
voie le point de coordonne´es (1, 0) sur le point de coordonne´es
(cos θ, sin θ) du cercle trigonome´trique. De plus, l’angle d’une ro-
tation de centre (0, 0) est de´termine´ de`s que l’on connaˆıt l’image
(a, b) de (1, 0) par cette rotation : l’e´criture (a, b) = (cos θ, sin θ)
permet de trouver θ.
• Une similitude directe de centre (0, 0), d’angle θ et de rapport
ρ est de´finie comme la compose´e, dans un ordre quelconque,
d’une rotation de centre (0, 0) et d’amplitude θ et d’une ho-
mothe´tie (agrandissement ou re´duction) de centre (0, 0) et de
rapport ρ > 0. On de´montre que, si P (a, b) est un point quel-
conque du plan tel que a et b ne sont pas tous deux nuls, deux
cas peuvent se pre´senter :
– Si P appartient au cercle trigonome´trique, c’est-a`-dire si
d(O,P ) = ρ =
√
a2 + b2 = 1, alors il existe une et une seule
rotation de centre (0, 0) et d’amplitude θ > 0 qui donne
P comme image du point A(1, 0). Ceci s’e´crit brie`vement :
P (cos θ, sin θ).
– Si P n’appartient pas au cercle trigonome´trique, c’est-a`-dire
si ρ =
√
a2 + b2 6= 1, alors P est l’image de (1, 0) par une
similitude directe de centre (0, 0) et une seule. Le point P
s’e´crivant sous la forme P (ρ cos θ, ρ sin θ), cette similitude
est compose´e d’une rotation d’angle θ et d’une homothe´tie
de rapport ρ.
Tout point P du plan, diffe´rent de l’origine du repe`re, a donc
deux e´critures :
– En termes de coordonne´es carte´siennes : P (a, b).
– Sous forme d’une e´criture trigonome´trique : P (ρ cos θ, ρ sin θ) ;






P (a, b) = (ρ cos θ, ρ sin θ)
y
Figure 6
Par conse´quent, tout couple de re´els (a, b) peut coder une simili-
tude directe dont le centre est (0, 0) et qu’il de´termine entie`rement.
Ce couple est l’image de (1, 0) par cette similitude et son e´criture
trigonome´trique livre l’angle de la rotation et le rapport d’ho-
mothe´tie en lesquelles la similitude se de´compose.
• La multiplication des couples de´coule alors de la compose´e de
deux similitudes : soit s1 une premie`re similitude directe code´e
par A′(a1, b1) = (ρ1 cos θ1, ρ1 sin θ1) et s2 une seconde code´e par
A′′(a2, b2) = (ρ2 cos θ2, ρ2 sin θ2).
Par s1, A(1, 0) est envoye´ sur A
′(ρ1 cos θ1, ρ1 sin θ1) qui, a` son
tour, est envoye´ par s2 sur A
′′(ρ1ρ2 cos(θ1+θ2), ρ1ρ2 sin(θ1+θ2)),










Le couple (ρ1ρ2 cos(θ1 + θ2), ρ1ρ2 sin(θ1 + θ2)) permet donc de
coder la similitude s3, compose´e de s1 et de s2.
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On peut e´crire ce couple en termes de coordonne´es carte´siennes
a` condition de savoir exprimer les cosinus et sinus d’une somme
de deux angles en fonction des sinus et cosinus de chacun de ces
angles. Cela donne :
(ρ1ρ2 cos(θ1 + θ2), ρ1ρ2 sin(θ1 + θ2))
= (ρ1ρ2(cos θ1 cos θ2 − sin θ1 sin θ2), ρ1ρ2(sin θ1 cos θ2
+ cos θ1 sin θ2))
= (ρ1 cos θ1ρ2 cos θ2 − ρ1 sin θ1ρ2 sin θ2, ρ1 sin θ1ρ2 cos θ2
+ρ1 cos θ1ρ2 cos θ2)
= (a1a2 − b1b2, b1a2 + a1b2).
Par conse´quent, composer deux similitudes s1 et s2 revient a`
de´finir une nouvelle ope´ration sur les couples qui les repre´sentent :
s1 → (a1, b1)
s2 → (a2, b2)
s2 ◦ s1 → (a1, b1)× (a2, b2) = (a1a2 − b1b2, b1a2 + a1b2).
• Les couples de la forme (a, 0) peuvent eˆtre assimile´s au re´el a,
leur somme et produit se re´duisant en somme et produit de re´els :
(a, 0) + (a′, 0) = (a+ a′, 0)
(a, 0)× (a′, 0) = (a · a′, 0).
• Les couples de re´els (a, b) s’additionnent et se multiplient. Pour
cette raison, on les appelle e´galement “nombres”’ en spe´cifiant
“complexes”’ pour ne pas les confondre avec les nombres re´els.
• Parmi ces nombres complexes, il y en a un, (0, 1) qui, multi-
plie´ par lui-meˆme, c’est-a`-dire e´leve´ au carre´, donne le couple
(−1, 0) :
(0, 1)2 = (0, 1)× (0, 1) = (−1, 0).
En assimilant le couple (−1, 0) au re´el −1 et en notant i le couple
(0, 1), le calcul pre´ce´dent s’e´crit :
i2 = i× i = −1.
Le “nombre” i fournit une nouvelle e´criture des complexes :
(a, b) = (a, 0) + (0, b)
= a(1, 0) + b(0, 1)
= a+ bi.
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En conclusion, dans cet univers de couples, nous posse´dons au
moins une solution a` l’e´quation x2 = −1 (ve´rifie´e quand x =
i). Or, cette e´quation est insoluble dans l’ensemble des nombres
re´els. Mais attention, il ne faut pas perdre de vue que i est un
couple, que 1 repre´sente le couple (1, 0) et que le carre´ renvoie a`
la multiplication que nous avons de´finie sur les couples.
Bien suˆr, il s’agit d’une synthe`se qui doit eˆtre ponctue´e de phases d’explo-
ration de taˆches, somme toute, assez banales telles, par exemple, de´terminer
les coordonne´es de l’image du point (1, 0) par la rotation de centre (0, 0) et
d’angle 150◦.
Cette approche est inspire´e par l’histoire des mathe´matiques, d’une manie`re
particulie`re en ce sens qu’elle prend comme point de de´part l’aboutisse-
ment de la crise historique associe´e aux “imaginaires”, crise re´sorbe´e par leur
repre´sentation gaussienne. Toutefois, comme le montre le propos d’un futur
professeur en formation initiale, repris plus haut, tout n’est pas re´gle´. Un
travail de type plus alge´brique de´crit dans Rosseel et Schneider (2011) et
comple´mentaire de l’approche ge´ome´trique de´crite ici, permet une re´flexion
de type e´piste´mologique avec les e´le`ves : quel questionnement suscite des
e´critures du type
√−1, comment le re`gle-t-on dans l’histoire ?
Par ailleurs, l’investissement fait dans l’approche ge´ome´trique doit avoir
quelque rentabilite´ dans la vie scolaire des e´le`ves : des de´monstrations de
proprie´te´s de figures ge´ome´triques exploitant les complexes trouvent la` leur
place.
Conclusion
Notre conclusion sera bre`ve : quelle que soit l’approche, l’enseignement
des nombres complexes suppose une “the´aˆtralisation”, sous une forme ou
une autre, graˆce a` laquelle les e´le`ves peuvent comprendre qu’il n’y a, tous
comptes faits, aucun myste`re cache´ et que, si l’on parle de nombres, c’est
uniquement en raison des ope´rations auxquelles se preˆtent les petites “beˆtes”
sur lesquelles on travaille. Comme le dit si bien Jacquard (2001) :
“En fait, il s’agit d’un malentendu. Le trop fameux nombre i
n’est pas “un nombre”. Tout devient facile si l’on admet que les
manipulations auxquelles nous allons nous livrer a` son propos
concernent non pas des nombres mais des “couples de nombres”.
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La fantasmagorie alors disparaˆıt et chacun peut suivre un chemi-
nement qui n’a plus rien de myste´rieux.”
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